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99. 


NOTE SUR QUELQUES FORMULES QUI SE RAPPORTENT A LA 
MULTIPLICATION DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 


[From the Journal für die reine und angewandte Mathematik (Crelle), tom. xLI. 
(1851), pp. 85—92] 


EN revenant sur léquation 
{= mu + (l— mY; Pim 
+R — 2l + 2m + 2) (A — 2l + 2m + 1) Pom 
+m Qu + 2 — 2m + 2) (u +21 — 2m + 1) Pı, m 
— 167m {Au — (21+ 2m — 4) (A + y)} Piram- = 0, 


dans laquelle P,,=1, les expressions que j'ai données pour Pz o, P11 [93, see p. Ru 
peuvent être écrites comme suit: 


Pis =A [l], 


P =A [A-HA aN (18: -16 + PESEMA + T (— 101 [à — 1) : 


équations qui peuvent être représentées par 
Pi, = Qio» 
Pia = Qi + Rij; EAN 


ce qui conduisent à la forme 


Ap p 
Pr2= Qa +R + Rss 5 
4,2 Qia lL y + LEO EL uÿ" 
où les coefficients R ne contiennent que la seule quantité À, et où Qı, est une fonction 
intégrale du 7% ordre par rapport à À, et du second ordre par rapport à p. 
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Cela donne 
{< In — 2u + (l— 2Y} fQ, + Ris A + R; E 
VEIENE HI a E (SAH 
HLA = L+ 6) A — 21+ 5) Que + Res EUR 
TA+u Mans € A 


+2(u+ 2-2) (u + 21— 3) Qu + Rini ZE, 
Aty 


— 321 [Mu — 2l (A + u)} fon, t E Ra El =o, 
\+u 
ce qui se réduit à 


exe À EU RU TE VOA Au Brah mi a 
a- 2u+ 0-27} Qa- 0-20-12) RME + Ring y 


À 
Ms F O OUR se À 


(A + y) 
HA U+ OA 2 + 5) fraa + Renan UE Ne LR; RE 
AE  CPNIQ Eu) 
+ 2 (p + 2l — 2) (u + 2l — 3) Qı + 2 (u — N + 4l — 5) Aus; 
+2Q +2) +3) Rai Eo) 


— 821 fau TRN A Oraa 32 (À — 20) Ron RODNOR na ns D, 


En ne faisant attention d'abord qu'aux termes qui contiennent des puissances néga- 


tives de A+ p, nous obtenons 


(le DA Ea E DB het HO NEO 6) PR, 4 E, 
et 
— (1-2) -1+2) Rira; +l (A — 2l + 6) (à — 2l + 5) Ri0: 


+I (A AH 2) (AE 8) Ria, i+ SAMIR à y1 + ANR,» = OÙ 
La première équation, en calculant la constante arbitraire au moyen de R,,:,: = 200, donne 
Ria; = 1007 (1—-1)A [A-1 +1]; 


l'expression de R, = 200 se trouve par celle de P,, qui peut être écrite sous la forme 


M, 200\p* 


P, = A (A —8) p (u —3) +152) + 886 — 40 + (40x — 1156) + GE se 


En substituant la valeur de R;:.,, et celles de 


Ran =- 10A- Riiia=—10(—-1)A(A-1+1Y 
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dans la seconde équation, on obtient 
—(—2)(A —l + 2) Roi +L — 2l + 6) (A — 2l + 5) Ris 
— 20M (A — 21 +3) [A — I= — 120 (1—1)X [A -l+ 1] = 0, 
c'est à dire 
—(1—2)(A—-1+2) Rs: +L — 2+ 6) (A — 2l + 5) Ris: 
— 20A [A] = {6 0IL) HALAH A IAEA 27 + 2). 


Mettons 
Ria; = (l _ 1) À [A -l+ ESE 
cela donne 


— 20 | 
T-D0-D0 0015 El 


+ (= 2 + 4) (À — 2 + 3ÿ (À — 2 + 2), 


Y,- Y= IE DVAELRI 


ce qui devient, quelques réductions faites, 


Y,- F = A+1) A +2)+17 (4 —1)(4—2)} 


— 20 
(0-0-3! 
_20(—2)(-3), 20 (1-2) (1—4) 
A—l+1 ÀA—-l1+2 i 


et de là on tire $ 
aoea ad g 20 (l-2) l-3) 


Y, = 0 — 3401 + Co 


Or R, 21 = 2Ÿ, = 40x2 — 1156; donc F, = 20X° — 578, et de là O= 62 — 60X ; donc enfin, en 
restituant la valeur de R; 2,1, 


Orne, 20(—2)(— 2. 


Ris =I -IA [A 1+1 f62— 3408 — 601 + PE 


Passons à l'expression de Qz, Elle donne 
{— A — 2u + (l — 2Y} Qu, +L — 2l + 6) (A — 2l + 5) Qi 


+2 (p +2- 2) (+21 —3) Qu  — 32 {ħu — U (X +) Qira, 
+2 (u — A + 4l — 5) Au: 


— uR 2; : DE 2VpRy 2, pe 32u (À = 21) Rii 1;1 = 0 ; 


où la dernière ligne se réduit à 


—A(1—-1)#\ [A -l+ 1] 162 — 201 — 120X — A OR À _20(l ir D | 
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Donc on a 
{A +2u—(- 2}ÿ} Qu — IA -21+6)(-21+5) (7 
=2(u+2—2)(u+ 2 —3) fyn A-1- (1s: — 16 +002) 


-32 Qu 2 A + 4) fyn D-q+(-nan-t+17 (18-34 +CD C9) 


-201 (41 -5+p -ANu A-I 


-A(l-1)Nu [A-L] fo2 ER AON T 2 -20-pA-) i 


A`A—i+l 
équation qui peut être représentée par 
(à + 2u — (L — 2} Quel — 2l + 6) (A — 2l + 5) Qa, = A +B + Cu +D, 

où les valeurs de &, 38, Œ, 2 sont données par les formules 
A=- IE, 
B =2(41 5) [A -l-1 + 2A [à H (is 16 + En) 

— 320% (x — 20) [A — I} — 200%? [A — UF, 
Œ=2(2-2)(2—3)A[A—1—1} 

+2 (41-5) -IH fasz -16 +02) 

+ 64 [x — UH 

-32A (1—1)(A—2)A[A—I +1] {181 Ne LE, 

A—l+1 
— 204 (41-52) AA — I] 


—2(1—1) [A -1+1} fez- 201- 1201 + POLURED | 20 (l PI 2} 


D=2(2-2)(2— 8) pq fis- 16 + D-2 


OL 


> 4,72 pa 2 = l- LE" 
+648 (1-1) [X—1+1] fis sa A 


Sans m'arrêter à réduire ces expressions aux formes les plus simples, j'écris 


Quo = p(n- 3) [A l-1] +h; 


en substituant cette valeur, les termes qui contiennent u’ se détruisent, et la compa- 
raison des autres termes donne 


2n — 6A [Al] + {x s l 2a Ml NM 


-IA —2A+6) a- 2A +5) [lHa 0, 
172-2 


www.rcin.org.pl 


572 NOTE SUR QUELQUES FORMULES QUI SE RAPPORTENT [99 


2J,+ {A —-(1—2ÿ} {— 3A [A 1-1} H 7; 
=LA — 2+6) (à — 2l +5) {— 3A [A — l] + Imn} = 0, 
a (l 2Y} lA 2l + 6) A 2A 5) Ja- BHI. 


Les valeurs de J, et Jı peuvent être tirées sans intégration de la première et de 
la seconde de ces équations. La valeur ainsi trouvée de J, satisfera à la troisième 
équation (ce qui cependant doit être vérifié a posteriori). Il ma paru plus simple de 
tirer la fonction J, de la première équation, et celle de J, en intégrant la troisième 
équation; alors ce sera la seconde équation qu'il y a à vérifier. En effet on obtient 


n= p- fse +4- 2074 EEDE, 
L’équation qui sert à déterminer J, devient, en substituant la valeur de P, 
= a OA a O e S 


4 (l-1) -3)A D fis — 16 + ENS 
+ GAP (I) [A-I] fisı = BE 


En écrivant 


J=lG-DAR-1+17 V, 


on trouve 
{a —(—2ÿ} Vn- (l-2) Al +2) Vi 
=8 (2l — po De Rats 2) 
(l — a (l— 3) 
En faisant 
B, 


À; 
FRA END RE 1 ODA =D 


cette équation sé réduit à 
{a —(1-2}} M- (l-2) (A — l +2) M 


(Giara a T, 


+l4ı— (l-2) Amı + EA N A AFA 


= B-08) fa- E sin 9I 


+881- 0-D0-){1- EEP E 


n I—1)(—2)(l—3) 
+ 1280 (OÙ — 17) + 128 TE, 


et cela donne tout de suite la valeur de B,, et après quelques réductions celle de À. 
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On obtient ainsi 
Ay=2(1—-2)(1—3)(361+7), 
B, = 2 (l — 2) (l — 3) (L — 4) (2l — 3). 


En substituant ces valeurs, on a, toute réduction faite: 
{a —(1—92ÿ} M- (l— 2) (à — l + 2) Mi = 8 (162? — 315l + 24) — 24 (l — 2} (271 — 26), 


c'est à dire 
LM, — (l — 2) Mı = 12962 — 25201 + 192, 


M,— M 1 = 6481 — 624, 


ou enfin 
M, = 3241? — 3001 — 528, 


Mı = 324? — 9481 + 192: 


valeurs qui (comme cela doit être) se changent l’une dans l’autre en ‘entrechangeant 
les quantités l, ļ— 1. 


De là on obtient 


J=1G-DAR-1+17 [3247 — 3001 — 528 + DC DCR 


Cut UE 
TE M TR À SU À PUTIN E, 


valeur qu’on trouverait aussi par l’autre procédé indiqué ci-dessus. Or nous avons 
Que=pu—38)A TA l] HH, 


-5 Ap Ne o, 
Prs= Que + Riz nt ns (A+) ? 


donc enfin, en réunissant les valeurs des différentes parties de P,,, on obtient 


Pia=u(u—3)\ [A -1-1) 


+u [A — (JF (360 + 4 — 20X + tED = 


+--+ {8247 — 3001 2 ajep 


—1+1 


REP en) 
ESS EN a 


EDAN ptT fo2 — 3401 — 60) + S a 20( o z LE a 2 


+ 1007 (1—1)A [A Lt ER TT 
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équation qui fait suite aux équations 
2(1-1)(1—2) OR 
1.1 — 10A TA AR e 


P =A- AN 1 fisi RE sa 


PsmAl-i-17. 


Je vais essayer maintenant à chercher d’une manière plus systématique les termes 
de P;m qui ne contiennent pas la quantité y, ou bien à chercher la solution de 


l'équation 
{- + (l— mY} Pim 


+IA-Z+2m+2)0-2+2m+1) Prin 
+2m(l—m +1) (2l— 2m +1) Pr,m 
+ 821m (l +m — 2) Pi m1 = 0. 


En supposant que 
ļ ». 
m=[J"Aan-t+m— SG pes 25 cms à 7 TP 


(où la sommation se rapporte à p, nombre qui doit être étendu depuis p=0 jusqu’à 


p=m), on obtiendra sans peine 
Ai,m,p 
{- +l- m}} SR IEMET 


Ai,m,p 


TORRES y 


A 
+ 2m (QI — 2m + 1)[A—2+ ED DT eue T 


` Alaaa 
tomim aya e = 0 lim IP 


où p s'étend seulement jusqu’à m — 1 dans la troisième et dans la quatrième ligne 


Pour réduire la première ligne, j'écris 


—I^+(l- mf =l (àl +m -— p)+ [m — (m + p)l], 


ce qui réduit le terme général à 


Mimp _ ,[m-(m+p)l]Am.p. 
Direi Dlim-ilp 
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expression qui, en écrivant r+1 au lieu de p dans le premier terme, et r dans le 
second terme, peut être remplacée par 


= Aires, (mt (mr) Ari, 
(a) D=tm-ift Dim} 


La seconde ligne donne tout de suite le terme général 


(l — M) Åim,m, r+ 
(8) Den 


Pour réduire la troisième ligne, je mets 
[A —2+2mP=[A-1+m—-pf-2[1—-m—-p+1FP[A-l+m—-p-1} +[7-m—p}, 


ce qui réduit le terme général à 


À,m1,p re 9 [{—-m—p+1} Ai map 


q 2m (21 — 2m +1) [l- m- — p} À; ML | 
[Al +m- jH 


expression qui (en écrivant r+1 au lieu de p dans le premier terme, r dans le second 
terme et r—1 dans le troisième terme) peut être remplacée par 


en Ai m,r L- m-r +1] A m,r 
DT T mer A Si 


+ 2m (1 2m+1)[l- m- r+1P A mi = 
[A —-l+m—1] 


Pour réduire la quatrième ligne, je mets 
A=(\-l+m-p)+(l—m+ p), 


ce qui réduit le terme général à 


E m—1,p (l-m+p) Ar, m, 


expression qui (en écrivant r +1 au lieu de p dans le premier et r dans le second terme) 
peut être remplacée par 


(8) 32m(1+m-— 2) GAME + 32lm (1+ m — pE Amas 
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Donc en réunissant les expressions (a), (8), (y), (à) et en faisant attention que le 
coefficient du terme qui contient [ÀA—/+m—1}" au dénominateur, doit se réduire à 
zéro, on obtient, en arrangeant encore les termes d’une manière convenable: 

2m (21 — 2m + 1) Ar m1 ,r#1 

+ 32m (l+ m — 2) Az m,r 

SH Ag, 

+(—m) Aim,m,r+ 
— 4m (2l—2m+1)(—-m-r+1) Amir 

+ 32m (l + m — 2) (l+ m — r) Ari mr 

+ (m? — (m + r) l) Aim,r 
+ 2m (2l — 2m + 1) (l— m —r + 1) (l— m — r) Ai m,r = 0, 
où r s'étend depuis r=0 jusqu'à r=m, en réduisant à zéro les termes pour lesquels 


le troisième suffixe est négatif ou plus grand que le second suffixe. Par exemple dans 
le cas de r=m, on obtierit l’équation très simple 


(2—m) Ai,m,m 
— 2(21—2m+1) (l— 2m + 1) (l — 2m) Ar m1,m1 = 0 
qui (sous la condition 4,,,—1) donne sans peine la valeur générale de Áz m,m, Savoir : 
Aim, m= [Pl - m- 1] [l—-m-1]”: 


valeur qui peut être présentée sous d’autres formes en considérant à part les deux cas 


de m pair et de m impair. En supposant m=1, m=2, on obtient 
Ayn11=2(—1)(—2), Ays2=2(21—-3)(1—2)(1—3)(1—4): 


valeurs qui servent à vérifier des résultats déjà trouvés. 
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